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Vorwort

Ein Vier-Augen-Gesprich im Biiro von Prof. B. in der vorletzten Vorlesungswoche des Wintersemesters 2017/18:

Prof. B.: ,, Gestern war Stichtag zur Einreichung der Prioritdtenlisten fiir das mathematische Seminar im Sommer-
semester. Demnach werden wir 35 Teilnehmerinnen und Teilnehmer zu betreuen haben. Da jeder von uns beiden
20 Vortragsthemen zur Auswahl gestellt hat, diirften alle teilnehmenden Studierende jeweils ein mehr oder weniger
beliebtes Thema bekommen.

Prof. K.: ,Es sei denn, dass gewisse Themen von vielen Studierenden gleich hoch priorisiert worden sind,
wonach es aber auf den ersten Blick nicht aussieht. Vielmehr scheint eine iibliche Verteilung iiber nahezu alle
Themen vorzuliegen. Da diirften wir wieder einmal ein gutes Angebot gemacht haben, wo fiir jeden etwas dabei zu
sein scheint.

Prof. B.: ,, Diesmal sollten wir uns aber vorher noch iiberlegen, ob wir auf unser ’altes’ Zuweisungsverfahren
zuriickgreifen sollen. Denn es gab ja vereinzelt Klagen, dass die letzte Themenzuweisung 'ungerecht’ gewesen sei.

Prof. K.: ,,Ich erinnere mich, dass recht viele Studierende die Themen ihrer ersten Wahl zugewiesen bekamen
und natiirlich sehr zufrieden damit waren, im Gegenzug aber einige wenige in den sauren Apfel haben beif3en miis-
sen, indem sie nur noch Themen mit sehr niedrig angegebener Prioritdt zugewiesen bekamen, quasi zwangsldufig.

Prof. K.: ,, Wir konnten zwar nachweisen, dass es im Schnitt keine bessere Zuweisung hdtte geben konnen, al-
lerdings eben nur im Schnitt tiber alle. Dieser Sachverhalt konnte die Leidtragenden allerdings nur mdfig trosten.
Und in der Tat scheint eine Zuweisung 1 —1—1—4 auch weniger gerecht zu sein als vergleichsweise die Zuweisung
2 — 2 — 2 — 2. Der aus der Statistik bekannte ’Bogen der Ungerechtigkeit’ darf demnach nicht iiberspannt sein,
um eine Rundum-Zufriedenheit herbeizufiihren.

Prof. B.: ,,Du meinst damit wohl, dass die gleichmdflige Vergabe der 2. Prioritit an alle Beteiligten eher ak-
zeptiert werden konnte als die Losung mit dem niedrigeren Durchschnittswert 1,75 zwar, allerdings mit einem
gewissen ’Kollateralschaden’. Demnach wdre das Zielkriterium nicht mehr ’Minimierung der Prioritdtensumme’,

’ o«

sondern ’Minimierung der maximal vergebenen Prioritt’.

Prof. K.: ,,Oder es konnten beide Kriterien in einen gewissen Einklang gebracht werden, indem die optimale
Durchschnittslosung eine ’Solidaritdtskomponente’ hinzubekdme. Also ein typisches Beispiel fiir ein bikriterielles
Optimierungsproblem.

Prof. B.: , Es miisste ein Programm entwickelt werden, welches uns als Entscheidungstrigern alternative Lo-
sungsvorschlige unterbreitet, sowohl individuell optimale in beide Zielrichtungen als auch ’gemischt-optimale’.
Aus einem solchen Angebot an sog. Pareto-optimalen Losungen miissen die Entscheidungstriger dann schlieflich
die wie auch immer beste Bauch-Losung auswdhlen.

Prof. K.: ,, Genau so ist es. Packen wir es an!“



1 Einfithrung

Fiir die Zuweisung von Vortragsthemen an die Teilnehmer (m/w) eines Seminars gibt es in der Praxis je nach
Fachgebiet und Studiengang einerseits und verantwortlicher Seminarleitung andererseits eine Fiille an individuel-
len organisatorischen Regelungen. Auch diirften Anzahl der Seminarteilnehmer (m/w) und didaktische Intention
der Themenbehandlung und —prisentation eine wichtige Rolle bei der organisatorischen Abwicklung spielen, um
nur einige Punkte zu nennen. So konnten bewusst gemeinsame Themen jeweils an mehrere Studierende vergeben
werden (Gruppenarbeit). Auch ist es nicht uniiblich, den Zuweisungsprozess nach dem FIFO-Prinzip zu gestalten
(,,Wer zuerst kommt, mahlt zuerst®).

Im Studiengang Angewandte Mathematik der FH Bielefeld hat sich fiir die obligatorischen Module Mathemati-
sches Proseminar und Mathematisches Seminar die folgende Zuweisungsprozedur bewihrt: Bis zu einem Stichtag
miissen sich interessierte Studierende in eine vorldufige Teilnehmerliste eintragen. Anhand der zu erwartenden
Teilnehmerzahl wird eine entsprechend umfangreiche Themenliste erarbeitet und verdffentlicht. Die eingetragenen
Studierenden konnen die Themen eine Zeit lang sichten und miissen bis zu einem zweiten Stichtag eine ausgefiillte
Priorititenliste einreichen. Hierbei sind N Themen mit den personlichen Prioritdten (von 1 bis N) anzugeben,
wobei die erste Prioritit mit 1, die zweite mit 2 usw. zu deklarieren ist. Ebenso diirfen X Themen mit einem ,, x
versehen werden, was bedeutet, dass man diese Themen partout nicht bearbeiten mochte. Da das Themenangebot
grofer als die Teilnehmerzahl ist (n > m), kann grundsitzlich jedem Teilnehmer (m/w) genau ein Thema zuge-
wiesen werden; umgekehrt wird ein Thema hochstens einmal vergeben. Allerdings kann nicht garantiert werden,
dass jedem Teilnehmer (m/w) ein von ihm besonders priorisiertes Thema zugewiesen werden kann. Sind gewisse
Themen von vielen Interessenten besonders priorisiert worden, miissen zwangsldufig auch weniger priorisierte
Themen zugewiesen werden.

Es stellt sich nun die Grundsatzfrage nach einer ,,optimalen* Themenzuweisung. Ein erster intuitiver Ansatz
ist es, eine solche Themenzuweisung zu wihlen, bei der die durchschnittliche Priorititszahl minimal ausfillt. Hier-
zu muss die Summe der Prioritéiten, die jeder Teilnehmer (m/w) dem schlieBllich zugewiesenen Thema gegeben
hat, minimiert werden (MinSum-Prinzip). Diese Form der Giiteabmessung einer Themenzuweisung fiihrt auf ein
lineares Zuordungsproblem (linear assignment problem: LAP), welches bekanntermaf3en sehr einfach und exakt
mit der Ungarischen Methode gelost werden kann (hierzu siehe Abschn. 2.1).

Allerdings stellt sich hier sofort die Frage nach der ,,Gerechtigkeit der Zuweisung. Zwar liefert der obige
Ansatz eine aus Sicht der Allgemeinheit beste Losung, allerdings bleiben dabei ,,individuelle Schicksale® unbe-
achtet. Hierzu ein Beispiel: Eine Zuweisung mit den Priorititen (1,1,1,2,5) bei einer Teilnehmerzahl m = 5 liefert
die Prioritditensumme 10 bzw. die durchschnittliche Prioritéitszahl 2. Dabei werden vier Teilnehmern (m/w) eine
(sub-)optimale Prioritit zugestanden, allerdings auf Kosten der 5. Person, die eine besonders schlechte individu-
elle Zuweisung in Kauf nehmen muss. Die alternative Zuweisung (2,2,2,2,2) hat dieselbe Priorititensumme bzw.
durchschnittliche Priorititszahl, weist aber keinen ,,Ausreifler” auf, vielmehr scheint eine ,,gerechtere” Losung
gefunden zu sein, die sich als ,,solidarisches Verhalten* der Allgemeinheit interpretieren lief3e.

Wird also eine ,,solidarische Losung® des Zuweisungsproblems angestrebt, bietet es sich an, die maximal verge-
bene Priorititszahl in einer Zuweisung zu minimieren. Dieser Ansatz fiihrt zu einem MinMax-Zuweisungsproblem
(linear bottleneck assignment problem: LBAP), das seinerseits mit bekannten Methoden gelost werden kann (hier-
zu siehe Abschn. 2.2).

In praktischen Fillen ldsst sich beobachten, dass Zuweisungen, die nach dem MinSum-Prinzip ermittelt wer-
den, keine ,,optimale* Losungen unter gleichzeitiger Beriicksichtigung des MinMax-Prinzips darstellen. Zwar
ziehen beide Zielkriterien in gewisser Weise in ,.fast dieselbe Richtung, weichen allerdings in ihren individuel-
len Ergebnissen nicht selten voneinander ab. Diese Abweichung ldsst sich in ,,akademisch konstruierten® Féllen
beliebig steigern.



Beispiel: Fiir m = 12 angemeldete Studierende stehen n = 15 Themen zur Auswahl. Gemifl Auswahlregeln sind
5 Prioritédten (von 1 bis 5) und hochstens 5 Themenablehnungen (x) einzutragen. Die folgende Tabelle enthilt eine
mogliche Priorititeneinreichung.

Tabelle 1: Beispiel fiir eine Teilnehmertabelle mit Prioritdten

Thema
1/2|3(4|5|6|7|(8|9|10 |11 |12 |13 |14 | 15
1123|415 X X X X X
2125|143 | x|x|x]|x] X
| 3121 |x|x|[{x|3|4|5|x]| x
Bl a x| x|[x|x]|x 514321
é 5 X | X | x| x| x 4 3 2 5 1
Z| 6 31415112 x | x| x| x| x
_g 7 5131412 X X X X X
gl 8 x| x|x|x]|x 3121|415
=09 X | x| x|x| x| 3 1 215 4
FI 70 [T 3 x| x| x| 4|5 x|x 2
11 |2 |1 |5 x|x |43 X X X
12 |2 |1 3 41| 5 X X X X X

Betrachtet man die beiden folgenden Zuweisungen, so erkennt man, dass sich bei der ersten Zuweisung die Priori-
tatensumme 28 und die maximale Prioritét 3 ergibt, wihrend die zweite Zuweisung die Priorititensumme 24 und
die maximale Prioritét 4 liefert.

Tabelle 2: Zwei mogliche Zuweisungen am Beispiel

Thema | 1 | 2 |3 |4 |5|6|7(8|9|10 |11 |12 |13 |14 |15

Teilnehmer (m/w) | 12 |11 |1 |7 |2 |3 | 6 9 1 8|5 | 4|10
Prioritat | 2 | 1 |3 |3 |3 |3 |2 312 121]2]|2

Thema | 1 (2|3 (4 |5|6| 7 8|9 10|11 |12|13 |14 |15
Teilnehmer (m/w) | 10 | 3 |1 |7 |2 |6 | 11 12 9 | 8| 4|5
Prioritat | 1 (1|33 |3 |1 3 4 11121

Somit ist ein Entscheidungstriger (z.B. eine Seminarleitung) vor ein bikriterielles Zuweisungsproblem gestellt:
Wie viel Solidaritit (sprich Erhohung der Priorititssumme) ist ndtig, um eine ,,gerechte Losung fiir alle® (sprich
,-vertretbare* Maximalprioritit) zu erreichen. Ansétze zur Losung dieses bikriteriellen Problems einer Seminarlei-
tung werden in Abschn. 3 erldutert. SchlieBlich wird in Abschn. 4 ein Anwenderprogramm fiir das geschilderte
Seminarproblem vorgestellt.

2 Mathematische Grundlagen

Die in der Einleitung angesprochenen Zuweisungsprobleme LAP und LBAP gehoren zur Klasse der kombina-
torischen Optimierungsprobleme. Sie werden im Folgenden als mathematische Optimierungsmodelle vorgestellt
(Abschn. 2.1 bzw. 2.2) und fiir das Seminarproblem adaptiert.

2.1 Das Seminarproblem als lineares Zuweisungsproblem

Bei einem linearen Zuweisungsproblem (linear assignment problem: LAP) sollen n Aufgaben (Jobs) auf n Per-
sonen verteilt werden, sodass jede Person P; genau eine Aufgabe A; zugewiesen bekommt. Dabei soll die Summe
aller Kosten (Aufwinde, Zeiten) c;;, die anfallen, wenn die Person P; die Aufgabe A; erhilt, minimiert werden.

Fiir das zugehorige mathematische Optimierungsproblem werden binére Variablen z;; eingefiihrt, wobei z;; = 1



den Fall der umkehrbar eindeutigen Zuweisung der Person P; zur Aufgabe A; beschreibt (P; <+ A;); bei Nicht-
zuweisung gilt x;; = 0.

n n
min!z = E E Cij * Tij

i=1 j=1
u.d.N.
Z’EUZI, .]:177nv (1)
=1

n
E xijzl, ’L':L...,’I’L7
Jj=1

xijE{O;l}, t,i=1,...,n.

Eine alternative Modellformulierung erfolgt anhand der Menge II,, aller Permutationen iiber der Indexmenge
{1,...,n} durch

min Z Cim(i)- )

Damit das Seminarproblem als LAP gemifB obiger Standardform aufgefasst werden kann, miissen folgende An-
passungen erfolgen: Die von den Teilnehmern (m/w) vergebenen Priorititen werden als Kosten c;; interpretiert.
Strikt abgelehnte Themen (x) werden mit einer hinreichend groflen Priorititszahl belegt (,,00*). Nicht priorisierte,
aber auch nicht strikt abgelehnte Themen werden mit einem grofen Strafwert belegt, der sich signifikant von der
groften vergebenen Prioritdtszahl abhebt. Damit soll erreicht werden, dass jeder Teilnehmer (m/w) ein von ihm
priorisiertes Thema zugewiesen bekommt. Im realen Problem wird m < n angenommen. Daher werden n — m
fiktive Teilnehmer (m/w) hinzugefiigt, fiir die jedes Thema mit der Prioritét 1 belegt wird. In der Ergebnisinterpre-
tation werden die fiktiven Teilnehmer (m/w) vernachlassigt.

Beispiel: Fiir das obige Beispiel werden n — m = 3 fiktive Teilnehmer (m/w) hinzugefiigt. Die Leerfelder
werden mit 50 und die x-Felder mit co aufgefiillt. Bei der rechentechnischen Implementierung wird co durch
eine sehr groBe Zahl ersetzt, z.B. durch 106, Die dadurch entstandene ,,Arbeitstabelle” wird als Kostenmatrix
C = (¢ij)i,j=1,...,n des LAP aufgefasst (n = 15).

Tabelle 3: Kostenmatrix fiir Ungarische Methode am Beispiel

Thema
1 2 3 4 5 6 7 8 9 |10 |11 |12 |13 |14 | 15
1] 1|2 |34 ]5 |50]|50[50[50|50]|c0]|o0]oo]|o0]| o0
21|25 4] 3 |[occ|oco0|oo|oo|oo]|50]|50]50]050]50
| 3] 2 1 |oco|o0|o0| 3 4 5 | o0 | oo | 5050|5050 50
B 4| o0 | 00| 0| o0|oco|50 505050505 4 3 2 1
E 5150|5050 50|50 00|00 |oo|oo| 00| 4 3 2 5 1
8| 6[/50[50] 3[4 ]5 |12 /[50[50][50 |ococ|[oo]|oo]|oco] o0
E7[50[50] 53| 4|1 [2[50][50][50]00]o0]|o0]|o0]o0
gl 8| oo | oo |oo|oo|oco|[50[5 [50[50(50(3 |2 /[1|4]5
% 9 |50 |50 |50 50|50 | 0c0|o0]|o0|00]| 0| 3 1 2 5 4
TR 3 |0 |00 || 4 5 | o0 |00 |50 (|50]|50|50 50| 2
11 | 2 1 5 || oc0| 4 3 1505050 50|50 00| 0| o
12 2 [ 1[50 |50(50| 3 [50|50] 4|5 |0c0|oo]|oo]|oo]| o0

Als effizientes Losungsverfahren fiir L AP bietet sich die Ungarische Methode an.i

1 Hierzu siehe Kuhn (1955, 1956); eine ausfiihrliche Beschreibung der Ungarischen Methode findet man u.a. in Domschke (1995).



Beispiel: Im obigen Beispiel liefert die Ungarische Methode die unten angegebene Zuweisung mit minimaler
Priorititensumme 24 bzw. durchschnittlicher Prioritdtszahl 2,0. Der ,,schlimmste Fall* ist Teilnehmer 12, der ein
Thema mit angegebener Prioritét 4 zugewiesen bekommt.

Tabelle 4: Zuweisung via Ungarische Methode am Beispiel

Thema | 1 |2 |3|4|5|6| 7 |89 10|11 |12 |13 |14 | 15
Teilnehmer (m/w) | 10 [ 3 |1 |7 |2 |6 | 11 12 9 1 8| 4|5
Prioritat | 1 |1 (3|3 |3 |1/ 3 4 111211

An dieser Stelle sei bereits angemerkt, dass es nicht selten alternative optimale Zuweisungen gibt, von denen die
Ungarische Methode allerdings nur eine bestimmt. Im Zusammenhang mit der bikriteriellen Problemstellung wird
auf diesen Sachverhalt in Abschn. 3 noch niher eingegangen.

2.2 Das Seminarproblem als MinMax-Zuweisungsproblem

Durch die Anderung der Zielfunktion ergibt sich das folgende MinMax-Problem (Linear Bottleneck Assignment

Problem: LBAP):

min! max {¢; | z;; =1}
i G=1,.n

i,5=1,...
u.d.N.
zi;, =1, 7=1,...,n,
2 @
n
Zl‘ijzl, i:l,...,’l’L7
j=1
zi; €{0;1}, i,j=1,...,n
Eine alternative Modellformulierung anhand der Menge II,, aller Permutationen iiber {1, ..., n} lautet:
s 1505 o @
Das reale Seminarproblem (ohne fiktive Teilnehmer (m/w), d.h. m < n) fiihrt auf folgende Modellvariante:
min ! _max {cij | zij =1}
j=1,.m
u.d.N.
Yowy <l j=1...n, 5)
i=1
n
Z:UU:L i:l,...,m,
j=1
zi; €{0;1}, i=1,....myj=1,..,n.
Eine alternative Modellformulierung anhand der Menge N, ,, aller injektiven Abbildungen v : {1,...,m} —
{1,...,n} lautet:
min - max ¢; ;- (6)

VEN,, n1<i<m



Zur Losung des LBAP lassen sich verschiedene (exakte) Verfahren anwenden. Hierzu gehoren der Threshold-
Algorithmusi und die Augmented-Path-Methodei sowie ein dualer Losungsansatz (,.dual method“)ﬁ. Ein weiteres
Losungsverfahren findet man in Pundir et al. (2015), welches im Zusammenhang mit der bikriteriellen Problem-
stellung besonders gut geeignet ist und im Folgenden vorgestellt wird.

Das Verfahren beginnt mit einer zuldssigen Anfangslosung, z.B. via Ungarische Methode.i In jeder weiteren
Iteration wird gezielt die Kostenmatrix C' geédndert, sodass sich die MinMax-Losung unter Inkaufnahme der Ver-
schlechterung der jeweiligen MinSum-Losung zwangsldufig verbessert; andernfalls bricht das Verfahren ab.

Verfahren zur Losung des MinMax-Problems via Ungarische Methode:

Eingabe: m x n-Kostenmatrix C' = (c;;), bindre m x n-Matrix X = (z;;).°
Schritt 0: Bestimme ¢* := max{c;;|z;; = 1}. -
Schritt 1: Verwandle die Kostenmatrix C' = (¢;;) in die Matrix C' = (¢;;) mit

— cij, falls ¢;5 < c*
Y oo, falls ¢;; > c*

fiir das LAP zur Matrix C' und
* := ¢* und gehe zu Schritt 1;

Schritt 2: Berechne via Ungarische Methode eine optimale Losung X =
bestimme ¢* := max{¢;;|Z;; = 1}. Falls ¢* < ¢*, setze C := C, X =
andernfalls terminiere [ ]

| 81

ij)
,C

)

Beispiel: Man betrachte wiederum das obige Beispiel (vgl. Einleitung). Zunéchst wird die zuldssige Startlosung
X = (z,;) anhand der Ungarischen Methode ermittelt. In der folgenden Tabelle sind diejenigen Kostenkoeffizi-
enten ¢;;, fiir die 2;; = 1 gilt, gelb unterlegt. Fiir den aktuellen Zielfunktionswert gilt: MinMaz(X) = 4. Im
Gegenzug ist das zugehorige MinSum-Problem optimal gelost (die Prioritditensumme betragt 24).

Tabelle 5: Zuweisung via Ungarische Methode an urspriinglicher Kostenmatrix

Thema

1123|456 7|89 10[11]12]13]14] 15

T 12 | 3| 45 5050|5050 50| 00]o00] oo oo oo
2125 4|3 [o0]oo|oo|oo|o0]|50]50]50]50]50
37211 [|o0|oo| 3] 4|5 o0 |o0]|50]50]50]50]50
B3 4o 0|0 |x|>x|505[5[50]50]|5 43|21
E[ 55050505050 o0 o0 |0 |o0|oo| 43251
g 6[/50[50| 3] 4]5 ] 1 2 1505050 oc0]oco]oo]| 0] oo
E[7[50(50 5|3 [4[1 2505050 ]oc|o]o0]|o0]o
@ 8| oo | o0 |oo| oo oo |50]50[50 50 50|32 |1[4]5
= 95050 |50 50|50 |00 oo |oo|oc|oo| 3|12 5] 4
Bl 10| 1 [ 3 [oo|oo|oo| 4] 5 | oo |oo0|50[50]50]50]50] 2
11| 2 | 1|5 |oo]oo| 4] 3 [50[50 505050 0] oo oo
122 | 1505050 3 |50 50| 4[5 |o0|oo|oo]| 0] oo

GemiB Schritt 1 wird die Matrix C' auf Basis des aktuellen MinMax-Wertes ¢* = 4 (Schritt 0) wie folgt verwandelt:

Vgl. Burkhard et al. (2009) S. 174ff.

Vgl. Burkhard et al. (2009) S. 178ff.

Vgl. Burkhard et al. (2009) S. 177f.

Da in jedem Folgeschritt die Ungarische Methode aufgerufen wird, bietet es sich auf kanonische Weise an, auch die zulassi-
ge Startzuweisung bereits mit dieser zu ermitteln. Diese Empfehlung gilt insbesondere fiir die bikriterielle Problemstellung
(Abschn. 3), um zu erreichen, dass auch bereits die Startzuweisung eine Pareto-optimale Losung ist.

6 Es wird grundsatzlich vorausgesetzt, dass die Matrix X = (x;;) eine zulédssige Losung von (5) beschreibt (m < n).

Ul W N



Tabelle 6: Modifizierte Kostenmatrix (anhand des MinMax-Wertes ¢* = 4)
Thema

|| | U1 x| W N[ =
N[ 8|88 (8|88 |19 =| [

Teilnehmer (m/w)

818(8]8|8|8|«8|8(8|8|w w
818888« 8|8|8[8|8|8|=
w3888~ 8|8« 8|8|
Bl 88|18 |N[N8|8(8|8|8[
818(8]8|8|8(8|8|8(8|8|8|=
818(8(8|8|8(8|8|8(8|8|8|5
8188w« 8|8|8|8[8|8|8|R
818[8][= ™88« 8[8|8|8|R
8188 = B|8|™ 8|8 |8|%
818(8]8|8|8(8|8|™8|8|8 =
818 [™8|8|8]8|= —8|8|8 |G

Rl BR8] 83]8]— M| NN
818188888888« &|=n
8 2188188888 8|8|8|@

Die Losung des zugehorigen LAP via Ungarische Methode liefert eine optimale Losung fiir das LBAP:

Tabelle 7: Optimale MinMax-Zuweisung am Beispiel
Thema

Teilnehmer (m/w)

OO W J| O Ul x| W N =
oo =(812(818[818| 1] =] = =

Jury

-
-

818(8(8|8|8|«8|8]8|8|w w
818888« 8|8(8[8|8|8|*
W B8 8|~ 88|« 8|8
Blw 8|88 |™N[8[8]8|8|8|
818(8(8|8|8(8|8(8(8|8|8|e
8|8|8|wl»g|8|8(8]8|8|8|a
818[8|= ™88 «»8[8|8|8|R
818[8|™ =8]8« 8|8|8|&
818(8(8|8|8]8|8[™8|8|8 =
818N 88|88 =—8|8|8 |G

818(8(8|8|8(8|8(8(8|8|8|S

818(8(8|8|8]8|8(8[8|8|8|w°

818(8(8|8|8]8|8(8|8|=» 8|

=W Q)RR R[R]&]— NN

12

An dieser Stelle sei ebenfalls angemerkt, dass es alternative optimale Zuweisungen geben kann.

3 Das Seminarproblem als bikriterielles Zuweisungsproblem

Das Problem der Bestimmung einer ,.besten” Zuweisung von Vortragsthemen an die Seminarteilnehmer (m/w)
unter ,,weitestgehender* Beriicksichtigung von individuell geduBerten Priorititen ist bereits angesprochen worden
(vgl. Vorwort und Einleitung). Dabei ist die Frage zu kldren, was unter ,,beste oder ,,optimale* Zuweisung zu ver-
stehen sein soll. Eine MinSum-Zuweisung, bei der die durchschnittliche vergebene Prioritit minimal ausfillt, wird
mit Hilfe der Ungarischen Methode ermittelt. Eine Zuweisung, bei der die grofite Abweichung vom am meisten
priorisierten Thema am kleinsten ist, wird mit dem vorgestellten Verfahren zur Losung der MinMax-Problematik
bestimmt, wobei allerdings die organisatorischen Regelungen zur Prioritdtenangabe eine mitentscheidende Rolle
spielen. Hierzu ein paar Beispielszenarien:

e Eine empfehlenswerte Regelung zur individuellen Angabe der Priorititen ist gegeben, wenn darauf bestanden
wird, dass mindestens p verschiedene Priorititen abgegeben werden miissen, und zwar jeweils eindeutig von 1
bisp(1l<p< ”)Z In diesem Fall tritt jede Zahl aus der Menge P = {1,2,...,p} C Nin der Priorititenangabe
eines jeden Teilnehmers (m/w) genau einmal auf. Diese Regelung wird im Folgenden auch als der ,,Normalfall*
angesehen.

Im Folgenden wird n = Anzahl der Themen und m = Anzahl der Teilnehmer (m/w) aufgefasst, wobei m < n gelte.



e Hiervon kann problemlos abgewichen werden, indem eine Mehrfachvergabe von Priorititszahlen aus P zugelas-
sen wird. Im Falle p < n kann zudem eine individuelle Erweiterung der Menge P zugelassen werden, solange
auch alle Zahlen aus P benutzt werden.

e Problematisch kann es werden, wenn beliebige natiirliche Zahlen in beliebiger Anzahl bei der Prioritdtenvergabe
zugelassen werden. So konnte man durch die Angabe allein der Prioritdt 1 (und ggf. sonstiger sehr groler
Zahlen) versuchen, genau diese Themenzuweisung mit der Prioritdt 1 zum personlichen Vorteil zu erzwingen.

e Wenn beliebige Zahlen angegeben werden (diirfen) und speziell dabei die kleinste angegebene Zahl grofer
1 ist, wird zwar der freien Meinungsduflerung viel Raum gelassen, dem eigentlichen Ziel der individuellen
Priorititenanzeige allerdings ein ,,Biarendienst” erwiesen. Der Fall, dass die kleinste angegebene Prioritit grofer
1 ist, lieBe sich durch eine ,,Normierung auf 1 zwar noch begradigen, allerdings tréife ggf. die im vorigen Punkt
dargestellte Einflussnahme weiterhin zu.

An dieser Stelle soll festgehalten werden, dass im Folgenden zwar immer eine ,,sinnvolle® organisatorische
Regelung fiir die Priorititenangaben im Vorfeld unterstellt wird (,,Normalfall®), das hier behandelte Verfahren
zur Ermittlung von Losungen fiir die betrachteten Zuweisungsprobleme hiervon aber grundsétzlich unabhingig
funktioniert. Lediglich kann es bei Interpretation der Losungen in Abhéngigkeit von diesen organisatorischen
Regelungen zu Problemen oder Missverstindnissen fiihren.

Im Folgenden werde das bikriterielle Zuweisungsproblem der Form

m n
2 D Cij i
min ! (Zl> i=1j=1

zZ92 - Inax {Cij . {Eij}
i=1,....m
Jj=1,....,n
u.d.N.
= _ @)
ZJ)”SI, ]:1,...,77,,
i=1

n
E .%‘ijzl, i:l,...,m,
j=1

xz;; €{0;1}, i=1,....m;j=1,...,n
betrachtet.®

Es sei X = (xi;)i=1,..,m eine zuldssige Zuweisung von (7). Dann liefert z;(X) die Priorititensumme und
j=1,....n

29(X) das Priorititenmaximum von X . Auf kanonische Weise wird in einer (zuldssigen) Zuweisung X das Priori-

tatenmaximum mindestens einmal vergeben, oft aber auch mehrmals. Die Anzahl, wie oft das Prioritdtenmaximum

in einer Zuweisung X vergeben wird, werde die Maximumhdiufigkeit von X genannt und mit z3(X) bezeichnet.

Dies stellt sozusagen ein Tertidrkriterium fiir die Giitemessung einer Zuweisung dar.

Es sei nun das Ziel, ,,gute” Losungen fiir (7) zu finden. Aus der Theorie fiir Vektormaximumproblemei besteht
dies im Wesentlichen in der Suche nach sog. Pareto-optimalen L()'sungenE und im Idealfall nach der perfekten
Lc')'sungﬂ.

Beispiel: Im obigen Beispiel (vgl. Einleitung) ergeben sich individuell optimale Losungen zum MinSum- bzw.

8 Vollstandigkeitshalber sei noch eine alternative Modellformulierung anhand der Menge N, aller injektiven Abbildungen
von{1,...,m} — {1,...,n} aufgefiihrt:
Y ( Sim1 Ciu(d) )
,, 1IN max C; o (7) .

VENm g \1SiSm

° In der Literatur auch als Multiple Criteria Decision Making Problems (MCDM-Probleme) oder Probleme mit mehrfacher Zielsetzung
bekannt; hierzu siehe einschlidgige Standardliteratur, z.B. Steuer (1986), Zimmermann/Gutsche (1992), Triantaphyllou (2000).

10 Von einer Pareto-optimalen Losung spricht man, wenn man sich bei einer Verbesserung in einem Ziel in den anderen Zielen nur
noch verschlechtern kann, genauer gesagt: in mindestens einem anderen Ziel verschlechtern muss. Die meisten Probleme mit
mehrfacher Zielsetzung besitzen eine grofie Zahl von Pareto-optimalen Losungen. Dann ist das Folgeziel, diejenige Pareto-
optimale Losung zu finden, welche die Zielpréferenzen des Entscheiders am besten widerspiegelt.

11 Eine solche ergibt sich dann, wenn sie in allen Zielen den jeweiligen Optimalwert erreicht und dariiber hinaus eine zuléssige
Losung darstellt. Bei Existenz einer perfekten Losung liegt kein echter Zielkonflikt vor.



MinMax-Problem mit den entsprechenden Zielfunktionswerten 2" = 24 bzw. 25" = 3, wobei der zugehérige
Zielfunktionswert des jeweiligen Sekundirkriteriums z; = 4 bzw. z; = 26 betrigt (vgl. Abschn. 2.1 bzw. 2.2).
Die beiden Zielvektoren (24;4)7 und (26;3)7 stellen somit effiziente (nicht-dominierte) Losungen des bikriteri-
ellen Zuweisungsproblem dar (und zwar nachweislich die einzigen). Die zugehoérigen Zuweisungen sind demnach
Fareto-optimale Losungen, sodass ein echter Zielkonflikt vorliegt. Die endgiiltige Wahl der ,,insgesamt besten‘
Zuweisung bleibt nach wie vor dem Entscheidungstriger iiberlassen.

In der Theorie der Probleme mit mehrfacher Zielsetzung wird eine Vielzahl von Ansitzen zur Entscheidungsunter-
stiitzung vorgestellt.z Fiir das vorliegende Seminarproblem soll diese Entscheidungsunterstiitzung allein anhand
von Zusatzinformationen zu den Pareto-optimalen Losungen erfolgen. Der Hauptgrund dafiir ist der Sachverhalt,
dass bei Realproblemen (m,n < 50) die (allemal endliche) Menge der effizienten Losungen ,,iiberschaubar klein*
sein wird. Daher sollen im Folgenden einige entscheidungsunterstiitzende Zusatzkriterien diskutiert werden.

Weitere Kriterien zur Beurteilung einer Zuweisung

In der beschreibenden Statistik werden Konzentrationsmafle zur Analyse und Beurteilung von Verteilungs- oder
Konzentrationstendenzen von erhobenen Datensétzen eines kardinalen Merkmals benutzt, z.B. die Frage nach den
,oberen Zehntausend (Wie viele Vermogensanteile einer Volkswirtschaft sind in den Hdnden von wie wenigen
Reichen) oder zu Marktanteilen von Marktfiihrern.

Hierzu werden die einzelnen Merkmalswerte eines Datensatzes {x1,...,2,} als geordnet angenommen (und
ggf. nichtnegativ transformiert): 0 < z; < --- < z,,. Die Konzentration der Daten lassen sich grafisch anhand der
sog. Lozenzkurve veranschaulichen. Dazu werden folgendermaBen n + 1 Punkte (u;, v;) definiert:

0 fir: =0
uizifﬁri:O,l,...,n und v; = ,.;IJ' )
n — firi=1,...,n
2
j=1
Die Lorenzkurve L ist der Polygonzug, der die Punkte (u;,v;),¢ = 0,1,...,n, verbindet und stellt den Graph

einer auf [0;1] definierten, monoton wachsenden, konvexen Funktion dar. Offensichtlich ist (ug,v9) = (0,0) und
(tn,vn) = (1,1).

Beispiel:
5 Unternehmen teilen sich 5, 10, 15, 25 bzw. 45 Prozent aller Marktanteile. Die zugehorige Lorenzkurve hat dann
die folgende Form:

v {kumulierter Marktanteil in %)
o
(=]

0 s 2/5 el 4/5 1
u (kurmulierter Anteil betrac hteter Unternehmen)

Durch die Lorenzkurve wird verdeutlicht, wieviel (Prozent) der Merkmalssumme auf die x (Prozent) kleinsten
Merkmalstriager entfillt. Je stiarker die ,,Ungleichheit” der Verteilung, d.h. je stirker die Konzentration, desto stér-
ker hingt die Kurve L gegeniiber der Diagonalen durch (manchmal auch ,,Bogen der Ungerechtigkeit* genannt).
Dementsprechend wird das Verhiltnis der Fliche zwischen der Diagonalen und der Lorenzkurve zur Fliche zwi-
schen der Diagonalen und der u-Achse zur Definition des folgenden Konzentrationsmafles herangezogenﬁ:

12 Hierzu gehoren Lexikografische Methode, Zielgewichtungsmethode, Satisfizierungsmethode sowie Goal Programming, um nur einige
zu nennen; vgl. einschlégige Literatur, z.B. Steuer (1986), Zimmermann/Gutsche (1992), Triantaphyllou (2000).
13 Niheres zu Konzentrationsmafen findet man in einschldgiger Statistik-Literatur, u.a. in Bamberg et al. (2012) und Bosch (1998).



Zu n geordneten Merkmalswerten 0 < x7 < --- < z,, heiflt die Zahl
n n

2- >3 i, —(n+1) > x
i=1 i

_ i=1 (8)
ney z;
i=1

G:

der Gini-Koeffizient und G* = —"+ - G der normierte Gini-Koeffizient. Durch Betrachtung der beiden Grenzfille,
dass alle x; gleich sind bzw. nur z,, von Null verschieden ist, macht man sich leicht klar, dass gilt: 0 < G < G* < 1
(und G < G* im Fall G > 0).

Fiir das Seminarproblem bietet sich eine Modifikation an. Unter normalen Voraussetzungen (d.h. bei einer ge-
forderten Priorititenvergabe aus der Menge P = {1,...,p} C N ergibt sich ein Gini-Wert G mit

(n - 1) ) (pma:v - pmin)

0<G< — ,

)

wobei P4, die maximale und p,,;,, die minimale Priorititszahl der Zuweisung ist (Dyq0 = Dmin > 1). Die untere
Schranke wird genau dann erreicht, wenn alle vergebenen Priorititen gleich sind (pymaz = Pmin)> 2.B. (2,2,2,2,2)
bei n = 5. Die obere Schranke ergibt sich genau dann, wenn alle vergebenen Prioritdten bis auf eine (grofte)
gleich sind, z.B. (1,1,1,1,4).

Man beachte, dass unter der Voraussetzung p..;, > 1 selbst der oben zitierte normierte Gini-Koeffizient den
Wert 1 nicht erreichen kann. Um den ,,schlimmsten Fall*“ unter dieser Voraussetzung auf 1 zu normieren, miisste
der Gini-Wert mit dem inversen Wert der oberen Schranke multipliziert werden oder aber es miissten samtliche
Priorititenwerte um die Minimalprioritét p,,;,, reduziert werden.

Man beachte zudem, dass der (normierte) Gini-Koeffizient die Konzentration der Verteilung einer fest vorge-
gebenen ,Masse* unter n ,,Anteilhabern* misst, hier speziell eine Priorititensumme unter Teilnehmern (m/w).
Somit lassen sich anhand des (normierten) Gini-Koeffizienten streng genommen nur Zuweisungen mit identischer
Prioritdtensumme vergleichen. Beispielsweise haben die beiden Zuweisungen (1,1,1,1,1) und (2,2,2,2,2) denselben
Gini-Wert (G = 0).

Dennoch lasst sich der (normierte) Gini-Koeffizient unter Beriicksichtigung der erlduterten Einschriankungen
als ein MabB fiir den ,,Solidaritdtsgrad® einer Zuweisung verwenden.

Zusitzlich oder ersatzweise kann als ein ,,Ma8 fiir die Solidaritiit“ einer Zuweisung X auch die Varianz V' (X)

bzw. die Standardabweichung o (X') der gemiBl X vergebenen Priorititen p1 iy, - - - , Pm,u(m) Verwendet werden,
falls z; ) = 1fire = 1,...,m:
V(X) = &> 0wy — - 21(X))? baw. o(X) = VV(X). (10)
i=1

In den meisten Anwendungsfillen liefern die beiden Zusatzkriterien ,,Gini-Koeffizient” und ,,Varianz* unabhingig
voneinander dieselbe Information. Allerdings gibt es vereinzelt Fille, bei denen zwei (Pareto-)optimale Zuwei-
sungen denselben Gini-Koeffizienten aufweisen, sich allerdings in der Varianz unterscheiden (und umgekehrt),
wodurch die Angabe beider Zusatzkriterien zur Entscheidungsunterstiitzung legitimiert wird.

Dariiber hinaus lassen sich alternative (Pareto-)optimale Losungen (mit jeweils demselben MinSum- und MinMax-
Wert) dahingehend unterscheiden, wie hdufig in ihnen der MinMax-Wert zugewiesen wird. So konnte der weniger
hiufige ,,schlimmste Fall fiir einen Entscheidungstriger bei der Wahl der Zuweisung den Ausschlag geben. Bei-
spielsweise konnte die Zuweisung (1,2,2,2,3) mit Haufigkeitswert 1 der Zuweisung (1,1,2,3,3) mit Haufigkeitswert
2 vorgezogen werden. Man sollte allerdings beachten, dass dieses Zusatzkriterium nur dann zum Einsatz kommen
sollte, wenn sich der Zuweisungsvergleich auf alternative (Pareto-)optimale Losungen bezieht, insbesondere also
der MinMax-Wert identisch ist.
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Die drei in diesem Abschnitt vorgestellten Zusatzkriterien (Gini-Koeffizient, Varianz, Héaufigkeitswert) werden
im Entscheidungsunterstiitzungsprogramm, welches im folgenden Abschnitt vorgestellt wird, zusammen mit den
beiden Hauptkriterien (MinSum- und MinMax-Wert) ermittelt und zur Verfiigung gestellt.

4 Programm zur Losung des Seminarproblems

Das im Folgenden vorgestellte Programm ist unter Excel-VBA 2013 entwickelt worden. Es lésst sich nach erfolg-
ter Dateneingabe als Makro Aufruf Verfahren starten. Ein- und Ausgaben erfolgen anhand von Excel-Tabellen.

In der Teilnehmertabelle werden pro Teilnehmer (m/w) zeilenweise die individuell gewihlten Priorititen zu
den Themen eingegeben. Dabei bedeuten die ,,x“-Eintrige, dass diese Themen nicht bearbeitet werden wollen.
Leere Felder bedeuten keine strikten Ablehnungen, aber auch keine priorisierten Wunschthemen.

Themen

Teilnehmer (m/w) 1 2/3|4|/5|6/|7 /8 9 10 /11|12|13|14|15|16 17 18|19 |20 |21 /22|23 |24 |25 26|27 |28|29|30|31[32 33 34
Teilnehmer_1 A1 x  x [ X [ X[ x| x| x| X X | X|X| X[ X[X|X| X X|X|X|X|X|X|X| X X|X[X|X]|X|X|X|X X
Teilnehmer_2 2 4 X | x 3 112 x x x| x|x|X 5 x| x 6
Teilnehmer_3 3 4 x x| 3 2 1| x| x x| x|x|Xx 5 X | x
Teilnehmer_4 4 x| x| x|x | x x|1]4[5]|2]|3 X | x| x| x
Teilnehmer_5 5 3 2|1 |x|x|x|x | x x|4]|5 716 x  x X X
Teilnehmer_6 6 112|136 5 X[ x| x| x| x|x |4 x
Teilnehmer_7 7 312 S5 4 1
Teilnehmer_8 8 113]2 4 5
Teilnehmer_9 9 4 15 | x| x| x| x| x| x X 112 3 x| x| x
Teilnehmer_10 10 X | x| x|7]6 1 4 3 5 2| x X | X X X
Teilnehmer_11 11 312 |1 x|x|x|x|x x|5 416 X | x| x|x
Teilnehmer_12 12 x| x| x| x| x x 31 5 6 X | x| x 4 2
Teilnehmer_13 13 X x| x| x| x x| 1]2 3 X | x| x| x 4 5
Teilnehmer_14 14 X | x| x| x| x| x| x| x x 4121 5|3
Teilnehmer_15 15 X x| x| x|x|x|x x x|6 415 32 1
Teilnehmer_16 16 6 x x |3 114 2 5 7 X | x| x
Teilnehmer_17 17 x x| x [ x| X 3 41511 X x_ 2
Teilnehmer_18 18 S x x x| x|x|x 2|4 x| 3 1
Teilnehmer_19 19 X | x| x| x| x x 6 5 4 1|23 X
Teilnehmer_20 20 10 M12(13 x [ x| x| x 1 51678 9 3| x|x|x|x|x|x |2 4
Teilnehmer_21 21 1132 x| x|x|x | x x 5|4 X | x| x| x
Teilnehmer_22 22 1032 | x| x|x|x | x x 6|4]5 X | x| x|x
Teilnehmer_23 23 x x| x|x S 6 1/3|2|4
Teilnehmer_24 24 5|24 6|3 |1]7]|8 9
Teilnehmer_25 25 x x| x| x 113124 x 8 X | x |7 5|6
Teilnehmer_26 26 3|2 1 4 5
Teilnehmer_27 27 X | x| x|x 115 2 X | x| x| x| x|x 3 4
Teilnehmer_28 28 112[(3[41]5 81910 11 6 7

Eine Umsetzung dieser Eintréige fiir den Rechenprozess erfolgt anhand der Daten in der Parametertabelle. Hier
sind folgende Daten einzugeben:

Anzahl Themen: 34
Anzahl Teilnehmer: 28

Leerfeld-Bewertung 50
x-Feld-Bewertung 1000

Demnach werden im Programm genau n = 34 Themen und m = 28 Teilnehmer (m/w) aus der Teilnehmertabelle
beachtet.E Die Leerfelder werden mit der fiktiven Prioritdt 50 versehen, die ,,x“-Eintrdge mit Prioritidt 1000 be-
rechnet.E Das Programm erwartet den Fall m < n; andernfalls wird eine Fehlermeldung ausgegeben.

Die Losungen werden in der Ergebnistabelle ausgegeben. Fiir obiges Beispiel ergibt sich eine perfekte Losung,
d.h. die ausgegebene Zuweisung liefert fiir beide Zielsetzungen das jeweilige Minimum, weswegen auch nur eine
Ergebniszeile erscheint.'®

Zuweisung|MinSum-Wert MinMax-Wert _Gini-Wert _ Varianz Haufigkeit| Themen 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34
1 0.301 Teilnehmer 1 22 11 5 6 25 24 10 26 4 28 21 2 3 8 9 16 19 23 17 20 13 18 7 14 16 27 12
’ Priorititen 1 1 2 1 1 1 4 1 1 1.2 4 1. 1 4 2 2 1 2 1 3 4 4 1 3 3 3 2

Als Alternative dazu soll das folgende fiktive Beispiel dienen.

Anzahl Themen: 9
Anzahl Teilnehmer: 9

Leerfeld-Bewertung 50
x-Feld-Bewertung 1000

14 Tn der aktuellen Programmversion sind maximal n = 50 Themen zugelassen.

15 Die gednderten Daten werden in der (ausgeblendeten) Arbeitstabelle zwischengespeichert.

16 Es sei angemerkt, dass dieses Beispiel einem konkreten Realfall im Studiengang Angewandte Mathematik entspricht. Dabei war
die Vergabe von Thema Nr. 1 aufgrund einer Sonderregelung von vornherein gesetzt.
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Themen
1/2 /34|56 |7[8]|9
1112|134 |5|6
2 11234 [(5]|6
3 112314 |5 |6
4 1123|456
5 6 112131415
6 5|6 11234
74|56 11213
8345|686 112
9123|564 6
Zuweisung|MinSum-Wert MinMax-Wert Gini-Wert  Varianz _ Haufigkeit Themen 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Teinehmer 1 2 3 4 5 6 7 8 9
1 14 6 0.317 2,778 ! Prioritatten 1 1 1 1 1 1 1 1 6
Teinehmer 1 2 3 4 5 9 7 8 6
2 15 4 031 1,750 2 Prioritatten 1 1 1 1 1 4 1 1 4
Teinehmer 1 9 2 3 4 5 6 7 8
3 17 2 0,052 0111 8 Prioritatten 1 2 2 2 2 2 2 2 2

Der Ergebnistabelle ist zu entnehmen, dass drei Pareto-optimale Zuweisungen zur Auswahl stehen. Das MinSum-
Problem weist als minimale Priorititensumme 14 bzw. als bestmogliche durchschnittliche Prioritit 1,5 = % auf,
allerdings bei gleichzeitig hohem MinMax-Wert 6 (vgl. Zuweisung Nr. 1). Umgekehrt ldsst sich der MinMax-Wert
auf den Minimalwert 2 reduzieren, allerdings bei Erhohung der Priorititensumme um 3 auf 17, was einer durch-
schnittlichen Prioritit 1,8 entspricht (vgl. Zuweisung Nr. 3). Die Zuweisung Nr. 2 stellt in gewisser Weise eine
,.Kompromisslosung* dar. Anhand der Gini-Werte und der Varianzen ldsst sich leicht ablesen, dass die Zuweisung
Nr. 3 eine ,,liberaus solidarische Losung® darstellt. Nichtsdestotrotz bleibt es allein dem Entscheidungstriger(team)

iberlassen, die endgiiltige Zuweisung zu vergeben.

In der vorgestellten Programmversion ist (noch) nicht realisiert, dass zu einer (Pareto-)optimalen Zuweisung,
welche zu einem bestimmten MinMax-Wert durch die Ungarische Methode bestimmt wird, auch systematisch al-
ternative (Pareto-)optimale Losungen (falls existent) ebenfalls erzeugt und ausgegeben werden. Erst dann bekommt
das Zusatzkriterium Hdufigkeitswert Entscheidungsrelevanz. Die Moglichkeit der systematischen Ermittlung aller
alternativen Losungen durch vollstdndige Enumeration diirfte fiir konkrete Realprobleme noch effizient machbar
sein, vom theoretischen Standpunkt aus handelt es sich bei Worst-Case-Betrachtungen um kein ,,gutes Verfahren,
sodass heuristische Losungsansitze in Frage kommen (z.B. effiziente Backtracking-Strategien). Die Fragestellung,
inwieweit diese verfeinerte Entscheidungsunterstiitzung nicht nur in theoretischen, sondern insbesondere auch in
Realfillen zum Tragen kommt, ist Gegenstand weitergehender Untersuchungen.
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